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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ НЕЛІНІЙНОЮ ДИНАМІЧНОЮ СИСТЕМОЮ  

У роботі описано методику отримання закону управління нелінійною динамічною системою шляхом лінеаризації 

даної системи навколо точки рівноваги. Розписано етапи розробки оптимального керування нелінійною динамічною 

системою на прикладі перетворювача Кука з використання пакета MathLab: отримання математичної моделі пере-

творювача; отримання параметрів точки рівноваги нелінійної системи за допомогою пропорційно-інтегрального-

диференціального (ПІД) регулятора; лінеаризація математичної моделі навколо точки рівноваги; вирішення задачі 

квадратичного регулятора та отримання закону управління відстеження для лінеаризованої моделі; керування нелі-

нійною динамічною системою за допомогою закону управління, розробленого для лінеаризованої системи. 

Ключові слова: моделювання; системи керування; рівняння Гамільтона-Якобі; оптимальне керування; апрокси-

мація; нелінійна система, лінеаризація. 

Рис.: 8. Бібл.: 16. 

Актуальність дослідження. Розробка сучасних технологій, особливо в енергетич-

ній сфері та робототехніці потребує вдосконалення систем керування. Україно-російська 

війна поставила перед розробниками безпілотних літальних апаратів (БПЛА), наземних, 

надводних та підводних роботизованих технічних засобів багато задач, пов'язаних з удо-

сконаленням систем їх керування у зв'язку з варіативністю та високою динамікою режи-

мів їх функціонування. 

Постановка проблеми. Основною проблемою отримання закону управління для не-

лінійної динамічної системи є те, що система нелінійних диференційних рівнянь, яка 

описує будь-яку нелінійну систему, не має загального розв’язку, а має його лише після 

деяких спрощень і допущень в системі [1].  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Основні підходи до керування неліній-

ними системами включають такі методи, як:  

− робастне керування, яке орієнтоване на створення системи керування для неліній-

них електричних систем, де вплив змінних зовнішніх факторів був мінімізований [6-8];  

− метод нелінійного прогнозованого керування (Model Predictive Control) викорис-

товується для нелінійних систем, де алгоритми прогнозують поведінку системи та кори-

гують дії залежно від очікуваних значень. Цей метод є особливо корисним для складних 

систем з обмеженнями на змінні стану та вхідні сигнали [9-11]; 
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− адаптивне керування: підходи адаптивного керування дозволяють системі само-

стійно підлаштовувати параметри в режимі реального часу відповідно до змінних умов 

роботи [12-13]; 

− керування на основі штучного інтелекту з використанням глибоких нейронних ме-

реж для контролю та оптимізації поведінки автономних роботизованих технічних засобів 

у динамічних умовах [14-15]. 

Попри широке застосування в роботизованих системах зазначені методи є складними 

в проєктуванні та реалізації, потребують чітко визначених детальних вихідних даних для 

налаштування.  

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Простішим та дешевшим у 

реалізації методом є метод зворотного зв’язку за лінійними наближеннями, який базу-

ється на спробі лінеаризації нелінійної системи в певній точці [16]. Точність керування 

нелінійних систем значною мірою залежить від повноти врахування нелінійностей при 

лінеаризації моделі навколо точки рівноваги. 

Дана стаття показує приклад отримання закону управління нелінійною динамічною 

системою шляхом лінеаризації цієї системи навколо точки рівноваги з подальшим вирі-

шенням задачі лінійно-квадратичного регулятора з використанням програмного компле-

ксу MathLab. Рішення отримані за даною методикою можуть бути використані при роз-

робці систем управління БПЛА, наземних, надводних та підводних роботизованих 

технічних засобів. 

Метою цієї статті є розробити методику отримання закону управління нелінійною 

динамічною системою з використанням пакета MathLab. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо алгоритм розробки системи управління 

на прикладі перетворювача Кука [2], електрична схема якого представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема електрична принципова перетворювача Кука 

Відповідно до [3], принцип дії схеми такий: коли ключ Q закритий, діод D відкрито 

і ємність C1 заряджається струмом, який протікає через індуктивність L1. Коли ключ Q 

відкритий, струм через індуктивність L1 росте; діод D закрито напругою конденсатора 

C1; конденсатор C1 розряджається і віддає енергію через контур, сформований C1, C, 

навантаженням схеми RL LL та індуктивністю L. Коли ключ Q закривається, ємність C1 

заряджається заново, у той час як індуктивність L віддає енергію навантаженню схеми. 

Діод і транзистор перемикається одночасно. Конденсатор C1 – ключовий елемент для 

передачі енергії від джерела Vd до навантаження. 

Щоб отримати математичну модель перетворювача, запишемо систему диференцій-

них рівнянь Кірхгофа для двох випадків – коли ключ Q закритий і коли він відкритий. 
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Використовуючи концепцію усереднення, система результуючих нелінійних дифере-

нціальних рівнянь має вигляд  
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У цій системі нелінійних диференційних рівнянь dD = 1 репрезентує закритий ключ 

Q, а dD = 0 – відповідно відкритий ключ Q. Для подальшого аналізу схеми задаємо зна-

чення її параметрів, які відповідають джерелам живлення БПЛА.  
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Первинний аналіз отриманої нелінійної динамічної системи.  

MATLAB/SIMULINK модель для системи (1) зображена на рис. 2. 

 

Рис. 2. MATLAB/SIMULINK модель нелінійного перетворювача Кука 

Для заданої функції керування 

( )

0,5, 0 t 0,0033 sec;

u t = 0,25, 0,0033 t 0,0066 sec;

0,75, 0,0066 t 0,01sec.

 


 
  

 

У результаті моделювання отримано графічні залежності, що ілюструють динаміку 

струмів та напруг на елементах схеми: 

uC1(t), uC(t), Vd(t), [В]  iL1(t), iL(t), iRL(t), [A]  u(t), [в.о.] 
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час t, [с]                                       час t, [с]                               час t, [с] 

Рис. 3. Зміна напруг uC1(t), uC(t) та струмів  iL1(t), iL(t),  iRL(t)  

на елементах схеми відповідно до функції керування u(t) 

Як видно з отриманих графіків, система характеризується значними перерегулюван-

нями при перехідних процесах, викликаних стрибкоподібною зміною функції керування, 

що може негативно відображатись на стійкості системи. Отже, варто розв'язати задачу 

оптимізації законів керування для цієї системи. Оптимізація може бути здійснена по ба-

гатьох параметрах. У цій статті розглянемо випадок оптимізації системи для забезпе-

чення стабілізації напруги. При цьому розглянемо один із найбільш популярних засобів 

– використання ПІД регулятора. 

Лінеаризація моделі навколо точки рівноваги.  

Для розробки оптимального алгоритму управління проведемо лінеаризацію нашої 

нелінійної системи. Лінеаризація — це процес апроксимації нелінійної системи та 

отримання аналогічної лінійної системи, яка поводить себе так само, як первинна нелінійна 

система навколо певної робочої точки, зазвичай точки рівноваги. Одним із методів, який 

використовується для лінеаризації нелінійних динамічних систем, є метод Якобі. 

Спершу отримаємо значення напруг, струмів та функції керування для точки рівноваги, 

яка відповідає стану системи, коли всі перехідні процеси у схемі вже завершенні.  

Представимо систему нелінійних диференційних рівнянь (1), яка описує досліджу-

ваний перетворювач, у матричній формі. Матричне представлення нелінійної системи 

дозволить нам використати функцію jacobian() математичного пакета MATLAB для отри-

мання для отримання лінеаризованої системи навколо точки рівноваги. 
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де    A і B – матриці лінійної складової системи;  

G – матриця нелінійної складової системи;  

V – матриця постійної складової системи;  

u –закон управління системою;  

x – вектор стану нелінійної динамічної системи.  

Із системи рівнянь (1), ми можемо отримати матриці A, B, G, V та x, які для дослі-

джуваної системи мають вигляд: 
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де  С1 та С – значення ємностей конденсаторів схеми рис. 1;  

L1, L та LL – значення індуктивностей;  

rL1, rC1, rL, RL, rs – еквівалентні значення активних опорів елементів схеми рис. 1;  

uC1, uC, iL1, iL, iRL – функції, що описують динаміку напруг і струмів нелінійної 

системи, що лінеаризується. 

Маючи нелінійну динамічну систему e вигляді системи нелінійних диференційних 

рівнянь (1), та її запис в матричному вигляді, отримаємо лінеаризовану систему за допо-

могою часткових похідних Якобі [4] використовуючи вбудовану в MATLAB функцію 

jacobian().  

Представимо MATLAB код отримання матриць Якобі за допомогу вбудованої 

MATLAB функції – jacobian():  

syms uc1 uc il1 il irl dd; 

syms rs rl rl1 rc rc1 C C1 L L1; 

syms RL LL Vd 

A = [0, 0, 1/C1, 0, 0; 

     0, 0, 0, 1/C, -1/C; 

     -1/L1, 0, -(rl1+rc1)/L1, 0, 0; 

     0, -1/L, 0, -(rl+rc)/L, rc/L; 

     0, 1/LL, 0, rc/LL, -(rc+RL)/LL;]; 

B = [0;0;0;0;0]; 

G = [(-il1+il)/C1; 

    0; 

    (uc1+(rc1-rs)*il1+rs*il)/L1; 

    (-uc1+rs*il1-(rc1+rs)*il)/L; 

    0;] * dd; 

V = [0;0;Vd/L1;0;0]; 
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states = [uc1 uc il1 il irl]; 

f = A * [uc1; uc; il1; il; irl] + B * dd + G + V; 

A_jacobian = jacobian(f, states); 

B_jacobian = jacobian(f, dd); 

Представимо MATLAB код отримання матриць Якобі за допомогу отримання част-

кових похідних:  

syms uc1 uc il1 il irl dd; 

syms rs rl rl1 rc rc1 C C1 L L1; 

syms RL LL Vd 

syms x1 x2 x3 x4 x5; 

syms dx1 dx2 dx3 dx4 dx5; 

%% declare matrixes 

A = [0, 0, 1/C1, 0, 0; 

     0, 0, 0, 1/C, -1/C; 

     -1/L1, 0, -(rl1+rc1)/L1, 0, 0; 

     0, -1/L, 0, -(rl+rc)/L, rc/L; 

     0, 1/LL, 0, rc/LL, -(rc+RL)/LL]; 

B = [0;0;0;0;0]; 

G = [(-il1+il)/C1; 

    0; 

    (uc1+(rc1-rs)*il1+rs*il)/L1; 

    (-uc1+rs*il1-(rc1+rs)*il)/L; 

    0] * dd; 

V = [0;0;Vd/L1;0;0]; 

%% Go back to equations from matrixes. 

f = A * [uc1; uc; il1; il; irl] + B * dd + G + V; 

x1=uc1; x2=uc; x3=il1; x4=il; x5=irl; 

dx1=subs(f(1)); dx2=subs(f(2)); dx3=subs(f(3)); dx4=subs(f(4)); dx5=subs(f(5)); 

%% Calculate partial derivatives 

Ja=[diff(dx1,x1) diff(dx1, x2) diff(dx1, x3) diff(dx1, x4) diff(dx1, x5); 

    diff(dx2,x1) diff(dx2, x2) diff(dx2, x3) diff(dx2, x4) diff(dx2, x5); 

    diff(dx3,x1) diff(dx3, x2) diff(dx3, x3) diff(dx3, x4) diff(dx3, x5); 

    diff(dx4,x1) diff(dx4, x2) diff(dx4, x3) diff(dx4, x4) diff(dx4, x5); 

    diff(dx5,x1) diff(dx5, x2) diff(dx5, x3) diff(dx5, x4) diff(dx5, x5);]; 

Jb = [diff(dx1,dd); diff(dx2,dd); diff(dx3,dd); diff(dx4,dd); diff(dx5,dd);]; 

Результати розрахунку матриць Якобі отриманої лінійної системи представлено нижче 

( ) ( )

( ) ( )
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1 1

1 1 1

1 1 1

1

1
0 0 0

1 1
0 0 0

 1
0 0

1

 1
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C s L C

j

L C C ss C

C LC

L L L

dd dd
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dd r r r rdd rs dd
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L L L

r r dd r rr dd rdd
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r Rr

L L L
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  − − +− 

=  
 
 − + −  +
 − −
 
 − +
 
  

,  (3) 
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1

1
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C iL C s L s

i i

C

u i r i r r
B

L

u r r i r

L

−
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+  +  − =
 
 
−  + +  

 
 
  

,        (4) 

де uC1, uC, iL1, iL, iRL та dd – значення режимних параметрів, які описують точку рівноваги 

нелінійної системи, навколо якої було виконано лінеаризацію. 

Враховуючи (3) і (4) математична модель лінеаризованої системи матиме вигляд  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

1
 ,

C

C

J JL

L

RL

u t

u t

x t i t A x B u

i t

i t

 
 
 
 

= =  + 
 
 
 
  

         (5) 

де   AJ та BJ – відповідні матриці коефіцієнтів Якобі;  

x – вектор стану лінійної динамічної системи;  

u – закон управління системою. 

Моделювання лінеаризованої системи. На основі системи лінійних диференційних 

рівнянь (5), будуємо MATLAB SIMULINK модель та проводимо її моделювання. 

 

Рис. 4. MATLAB/SIMULINK модель лінеаризованого перетворювача Кука  

з ПІД регулятором 

Результати моделювання лінійної системи наведено на рис. 5. 

uC1(t), uC(t), Vd(t), [В]            iL1(t), iL(t), 𝑖𝑅𝐿(𝑡), [A]                 u(t), [в.о.] 
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              час t, [с] час t, [с]                                   час t, [с] 

Рис. 5. Зміна напруг 𝑢𝐶1(𝑡), 𝑢𝐶(𝑡), струмів  𝑖𝐿1(𝑡), 𝑖𝐿(𝑡), 𝑖𝑅𝐿(𝑡) і функції керування 𝑢(𝑡) 

лінеаризованого перетворювача Кука, керованого ПІД регулятором 

З аналізу результатів моделювання видно, що напруга на виході перетворювача ста-

білізована на рівні 40 В, пульсації відсутні, що свідчить про досягнення цілей щодо задачі 

керування. 

Синтез закону керування за допомогою лінійно-квадратичного регулятора.  

Задача синтезу лінійно-квадратичного регулятора (ЛКР) є фундаментальною концеп-

цією в теорії оптимального керування для лінійних систем. Він призначений для обчислення 

оптимальних входів керування (синтезу закону управління) для досягнення системою бажа-

ного стану з мінімізацією функції витрат. У нашому випадку розглянемо розширену систему 

(5), задавши як контрольовану функцію uC(t) – напругу на конденсаторі С (рис. 1). 

( )

( )
,

J Jx t A x B u

y t Hx

 = +

=





       (6) 

де   перший вираз – система (5),  

другий вираз описує, який саме вихід системи (5) є важливим для розглянутого пе-

ретворювача.  

Оскільки при синтезі закону керування нас у цьому випадку цікавить тільки напруга 

uC(t),  то матриця H матиме вигляд  

H=[0 1 0 0 0]  

Відповідно до [5], щоб аналітично синтезувати закон управління відстеження, необ-

хідно врахувати динаміки помилки стану (xė(t)) та відстеження (ė(t)).  

xė(t)=r-y=r-Hx=r-uc;  

ė(t)=-e+ṙ-ẏ=-e+ṙ-
1

C
iL+

1

C
iRL;  

Розширимо лінійну модель (5) отриманими рівняннями опису помилок  

( )

( )

( )
( )

e r

x t

х t x t A x A r B u

e t

 
 
 = =  + + 
 









,     (7) 

де А, Ar, r та B – матриці коефіцієнтів рівняння Якобі, які наведено нижче; x – вектор 

стану лінійної динамічної системи, який також описує помилки стану та відстеження; 

u – закон управління системою. 
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,    

Рівняння (13) описує лінеаризовану модель перетворювача Кука, яка враховує поми-
лки стану та відстеження.  

Маючи описану лінеаризовану динамічну систему, можемо скористатись відомим ре-
зультатом синтезу лінійно-квадратичного регулятора: 

u=-G
-1

BTKx,  

де   G – матриця коефіцієнтів, яка враховує вагу керуючого сигналу;  
K – рішення алгебраїчного рівняння Ріккаті. 

Q+A
T
K+KA-KBG

-1
BTK=0,  

де   Q – діагональна матриця, що враховує вагу кожної змінної простору стану. 
Рішення рівняння Ріккаті легко знайти за допомогою функції lqr() математичного па-

кета MATLAB.  
Ілюстрація результатів синтезу закону керування для досліджуваної схеми представ-

лено на рис. 6-8. 

uC1(t), uC(t), Vd(t), [В]         𝑖𝐿1(𝑡), 𝑖𝐿(𝑡), 𝑖𝑅𝐿(𝑡), [A]                       u(t), [в.о.] 

 

              час t, [с] час t, [с]                             час t, [с] 

Рис. 6. Зміна напруг 𝑢𝐶1(𝑡), 𝑢𝐶(𝑡), струмів  𝑖𝐿1(𝑡), 𝑖𝐿(𝑡), 𝑖𝑅𝐿(𝑡) на елементах схеми  
відповідно до функції керування 𝑢(𝑡), що має синусоїдальну форму. 
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uC1(t), uC(t), Vd(t), [В] iL1(t), iL(t), iRL(t), [A]       u(t), [в.о.] 

 

              час t, [с] час t, [с]                              час t, [с] 

Рис. 7. Зміна напруг 𝑢𝐶1(𝑡), 𝑢𝐶(𝑡), струмів  𝑖𝐿1(𝑡), 𝑖𝐿(𝑡), 𝑖𝑅𝐿(𝑡) на елементах схеми  
відповідно до функції керування 𝑢(𝑡), що має П-подібну форму 

uC1(t), uC(t), Vd(t), [В]      iL1(t), iL(t), iRL(t), [A]  u(t), [в.о.] 

 

              час t, [с] час t, [с]                                 час t, [с] 

Рис. 8. Зміна напруг 𝑢𝐶1(𝑡), 𝑢𝐶(𝑡), струмів  𝑖𝐿1(𝑡), 𝑖𝐿(𝑡), 𝑖𝑅𝐿(𝑡) на елементах схеми  

відповідно до функції керування 𝑢(𝑡), що має пилкоподібну форму. 

Як видно з отриманих залежностей, синтезований за описаною методикою закон 

керування є ефективним для сигналів різної форми та динаміки, що дозволяє його 

використовувати в складних технічних системах, як то БПЛА, наземних, надводних та 

підводних роботизованих технічних засобів. 

Висновки. У цій роботі представлено алгоритм формування закону керування нелі-

нійних динамічних систем з використанням пакета MATLAB. На прикладі напівпровід-

никового перетворювача Кука показано реалізацію лінеаризації нелінійної моделі; вирі-

шення задачі синтезу лінійно-квадратичного регулятора лінеаризованої моделі та 

застосування такого регулятора для управління вихідною нелінійною динамічною систе-

мою. Отримані результати отримано в рамках виконання науково-дослідної роботи 

0123U101819 «Мультиагентна система захисту об'єктів критичної інфраструктури на ос-

нові рою мультикоптерних дронів» та можуть бути використані при розробці систем ке-

рування БПЛА, наземних, надводних та підводних роботизованих технічних засобів. 
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