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РОЗРАХУНОК ПРИВЕДЕНОГО ТИСКУ ПРЯМОГО ВИДАВЛЮВАННЯ 

ДЕТАЛЕЙ З КОНІЧНОЮ ПОРОЖНИНОЮ  

ЕНЕРГЕТИЧНИМ МЕТОДОМ БАЛАНСУ ПОТУЖНОСТЕЙ 

Побудовано розрахункову схему прямого видавлювання деталей з конічною порожниною на основі енергетичного ме-

тоду балансу потужностей. Для трьох кінематично-елементарних зон визначено кінематично можливі поля швидкостей, 

інтенсивності швидкостей деформації та складові потужностей. Для зони формоутворення порівняно верхню оцінку по-

тужності сил пластичного деформування за нерівністю Коші–Буняковського та лінеаризовану оцінку. Показано, що час-

тка зсувної складової становить 0,3…11 %, а лінеаризований варіант забезпечує меншу середню абсолютну похибку визна-

чення сили порівняно з методом скінченних елементів: 6,4 % проти 23,8 % для оцінки Коші–Буняковського. Отримані 

залежності можуть бути використані для інженерного оцінювання силового режиму процесу. 

Ключові слова: енергетичний метод балансу потужностей; кінематично можливе поле швидкостей; приведе-

ний тиск; силовий режим; нерівність Коші–Буняковського; лінеаризована оцінка; метод скінченних елементів; холо-

дне об’ємне штампування. 

Рис.: 7. Табл.: 2. Бібл.: 20. 

Актуальність теми дослідження. Деталі з конічними порожнинами та похилими 

внутрішніми і зовнішніми поверхнями становлять практичний інтерес для процесів хо-

лодного об’ємного штампування. Їх виготовлення пов’язане з одночасним забезпеченням 

точності форми, якості поверхні, стабільності формоутворення та допустимого рівня си-

лового навантаження на інструмент [1–5]. Наявність конічної ділянки змінює характер 

течії матеріалу в осередку деформації, впливає на локалізацію деформацій і може істотно 

підвищувати приведений тиск та силу видавлювання [2–7]. 

Для попереднього проєктування таких процесів важливо мати аналітичні залежності, 

які дозволяють оцінити силовий режим без повного чисельного моделювання для кожної 

нової геометрії заготовки й інструмента [1; 7–9]. Це особливо важливо для холодного 

видавлювання, де високі питомі навантаження впливають не лише на вибір технологіч-

ного обладнання, а й на міцність і ресурс інструменту [1; 8]. 

Постановка проблеми. Одним із підходів до аналітичного оцінювання силового ре-

жиму є енергетичний метод балансу потужностей (ЕМБП), у межах якого осередок де-

формації розглядається як сукупність кінематично-елементарних зон із заданими кінема-

тично можливими полями швидкостей [1; 8; 10–15]. Такий підхід дає можливість 

пов’язати геометрію процесу, умови тертя, швидкісне поле та потужності внутрішніх сил 

із приведеним тиском деформування. 

Для процесу прямого видавлювання деталей з конічною порожниною найскладні-

шою є зона, безпосередньо пов’язана з формоутворенням похилої внутрішньої поверхні. 

Для цієї зони лінійні та зсувна компоненти тензора швидкостей деформації мають скла-
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дні залежності, а їх поєднання під коренем у виразі інтенсивності швидкостей деформа-

цій ускладнює отримання компактної аналітичної залежності для потужності сил плас-

тичного деформування [10; 11]. Тому виникає потреба в побудові аналітичної розрахун-

кової схеми прямого видавлювання деталей з конічною порожниною на основі ЕМБП та 

у порівнянні різних способів оцінювання потужності деформування в зоні формоутво-

рення: верхньої оцінки за нерівністю Коші–Буняковського й лінеаризованої оцінки інте-

нсивності швидкостей деформації. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У сучасних дослідженнях процесів холо-

дного видавлювання значну увагу приділено аналізу силового режиму, напружено-дефо-

рмованого стану, контактних умов і впливу геометрії інструмента на формоутворення су-

цільних та порожнистих деталей [1–6; 12; 14; 15]. Такі роботи формують основу для 

оцінювання технологічних можливостей процесу, однак зазвичай розглядають або конк-

ретні чисельні постановки, або окремі аналітичні схеми, що не завжди можуть бути без-

посередньо використані для деталей з конічною порожниною.  

Конічна геометрія достатньо широко представлена в дослідженнях пластичного фо-

рмоутворення. Значна частина робіт стосується конічних і конічно-циліндричних чашок, 

оболонок, тонкостінних деталей та процесів їх отримання, зокрема витягування, обтис-

кання, ротаційного формування та формоутворення з використанням еластичного або рі-

динного середовища [16–20]. Такі дослідження підтверджують практичну значущість ко-

нічних деталей як класу виробів, однак не завжди можуть бути безпосередньо перенесені 

на процеси холодного об’ємного видавлювання, для яких характер течії матеріалу, кон-

тактні умови та рівень силового навантаження істотно відрізняються. 

Для деталей з конічною порожниною та порожнистих деталей з похилими внутріш-

німи поверхнями природним технологічним напрямом є саме видавлювання. У роботах, 

присвячених прямим, зворотним і комбінованим схемам видавлювання таких деталей, 

показано істотний вплив радіуса пуансона або протипуансона, кута нахилу конічної по-

верхні, висоти стінки, форми вихідної заготовки та умов контактного тертя на силовий 

режим і якість формоутворення [2–6]. Разом із тим значна частина таких досліджень має 

прикладний або чисельно-експериментальний характер: поле течії матеріалу визнача-

ється за результатами моделювання методом скінченних елементів (МСЕ), а отримані 

висновки часто прив’язані до конкретної геометрії інструмента та заготовки [2, 3, 6]. 

Окремий напрям становлять розрахунково-аналітичні методи оцінювання силового 

режиму процесів видавлювання, зокрема метод верхньої оцінки (МВО), енергетичний 

метод балансу потужностей та метод кінематичних модулів дають змогу отримувати ін-

женерні залежності для приведеного тиску з використанням геометричних параметрів, 

полів швидкостей, потужностей пластичного деформування, тертя та зрізу [1; 7–15]. Такі 

підходи є особливо корисними на етапі попереднього проєктування, коли необхідно шви-

дко оцінити вплив зміни геометрії або умов тертя без виконання повного розрахунку 

МСЕ для кожного варіанта. 

У попередніх дослідженнях для прямого видавлювання деталей з конічною порож-

ниною було побудовано параметричну схему на основі МВО, у якій осередок деформу-

вання подано системою жорстких трикутних елементів, а приведений тиск записано як 

суму внесків окремих ділянок осередку деформації [7]. Така модель дала змогу оцінити 

вплив геометрії конічної порожнини, коефіцієнта тертя та параметрів розбиття на сило-

вий режим у межах оптимізованої кінематичної схеми. Разом із тим отримане рішення 

пов’язане з прийнятою системою жорстких елементів, побудованим годографом швидко-

стей та оптимізованими параметрами розбиття. Тому при зміні структури осередку де-

формації або переході до інших геометричних обмежень така схема потребує перебудови. 

ЕМБП дає змогу розглянути той самий процес в іншій аналітичній постановці – через 
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кінематично можливі поля швидкостей у суцільних кінематично-елементарних зонах та 

інтегральне визначення складових потужності. Це зумовлює доцільність окремого розг-

ляду процесу за енергетичним методом балансу потужностей, оскільки різні аналітичні 

постановки можуть давати різні кількісні оцінки силового режиму й потребують переві-

рки шляхом порівняння з результатами МСЕ. 

Розвиток ЕМБП у задачах холодного видавлювання пов’язаний із побудовою кінема-

тично можливих полів швидкостей (КМПШ), які задовольняють кінематичним гранич-

ним умовам, умові нестисненості матеріалу та умовам узгодження нормальних компо-

нент швидкості на межах суміжних зон, що відображено у роботах [10–15]. У цих 

роботах показано, що використання кінематичних модулів різної форми розширює мож-

ливості аналітичного опису складних схем течії матеріалу, зокрема в процесах комбіно-

ваного видавлювання з кількома ступенями свободи течії. Особливу увагу в цих роботах 

приділено прямокутним, трикутним і трапецеїдальним модулям, а також модулям із по-

хилими або криволінійними межами [10; 11; 13; 15]. 

Для кінематичних модулів із похилими або криволінійними межами проблема ускла-

днення підінтегральних залежностей розглядається в роботах [10, 11]. Оскільки компо-

ненти швидкостей деформації входять до виразу інтенсивності швидкостей деформації 

під коренем, відповідні підінтегральні залежності часто набувають громіздкого вигляду. 

У таких випадках застосовують різні прийоми спрощення: лінеаризацію підінтегральних 

залежностей, верхні оцінки за нерівністю Коші–Буняковського, кубатурні формули або 

спеціальний вибір функції межі кінематичного модуля [11; 13; 14]. Показано, що пряме 

застосування лінеаризації не завжди є ефективним для модулів складної конфігурації, 

тому її доцільність має обґрунтовуватися для конкретної розрахункової схеми [11]. 

Отже, з позицій енергетичного методу балансу потужностей ключовою є не лише побу-

дова КМПШ для окремих зон, а й спосіб аналітичного опису зони формоутворення конічної 

порожнини. Саме для такої зони, що має похилу внутрішню межу та змінну площу попере-

чного перерізу зони течії матеріалу, виникає потреба в математичних спрощеннях підінтег-

ральних залежностей для отримання інженерних розрахункових формул [10; 11].  

Виділення недосліджених частин загальної проблематики. Аналіз літератури по-

казує, що конічна геометрія достатньо широко розглядається в задачах пластичного фор-

моутворення, а для процесів видавлювання накопичено значний досвід аналітичного, чи-

сельного та експериментального дослідження силового режиму. Разом із тим для прямого 

видавлювання деталей з конічною порожниною недостатньо розроблені аналітичні зале-

жності для приведеного тиску саме в постановці енергетичного методу балансу потуж-

ностей із використанням КМПШ. 

Окремо невирішеним залишається питання визначення потужності сил пластичного 

деформування в зоні формоутворення конічної порожнини. Для цієї зони лінійні та зсу-

вна компоненти тензора швидкостей деформації мають складні залежності, а їх поєд-

нання під коренем у виразі інтенсивності швидкості деформації ускладнює отримання 

компактної аналітичної залежності. У зв’язку з цим потребує обґрунтування вибір між 

верхньою оцінкою за нерівністю Коші–Буняковського та лінеаризованою інженерною 

оцінкою. Також необхідно перевірити, як цей вибір впливає на точність визначення при-

веденого тиску та сили деформування порівняно з результатами МСЕ. 

Метою дослідження є одержання та перевірка аналітичних залежностей для визна-

чення приведеного тиску прямого видавлювання деталей з конічною порожниною на ос-

нові енергетичного методу балансу потужностей, а також порівняння двох варіантів оці-

нювання потужності сил пластичного деформування в зоні формоутворення конічної 

порожнини: верхньої оцінки за нерівністю Коші–Буняковського та лінеаризованої оцінки 

інтенсивності швидкостей деформації. 
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Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати такі задачі: 

1. Побудувати розрахункову схему процесу з поділом осередку деформації на кіне-

матично-елементарні зони та визначити для них кінематично можливі поля швидкостей, 

компоненти тензора швидкостей деформації й інтенсивності швидкостей деформації.  

2. Отримати складові потужності сил пластичного деформування, зрізу та тертя, не-

обхідні для складання рівняння балансу потужностей.  

3. Побудувати два варіанти аналітичного визначення приведеного тиску: варіант КБ 

із використанням верхньої оцінки потужності сил пластичного деформування зони 3 за 

нерівністю Коші–Буняковського та варіант ЛМ із лінеаризованою оцінкою інтенсивності 

швидкостей деформації. 

4. Обґрунтувати доцільність лінеаризованої оцінки шляхом інтегрального аналізу 

внеску зсувної складової у квадрат інтенсивності швидкостей деформації зони 3.  

5. Виконати параметричний аналіз залежностей приведеного тиску від геометричних 

параметрів процесу та перевірити отримані аналітичні оцінки шляхом порівняння з ре-

зультатами моделювання методом скінченних елементів. 

Виклад основного матеріалу 

Розрахункова схема процесу та загальна постановка енергетичного розрахунку 

Схему прямого видавлювання та деталь з конічною порожниною після видавлю-

вання наведено на рис. 1. 

   
 а  б 

Рис. 1. Схема видавлювання (а) і деталь з конічною порожниною  

після видавлювання із третинним вирізом (б) 
Джерело: розроблено авторами. 

Позначення: 𝑅0 – радіус заготовки; 𝐻0 – висота заготовки; 𝑟м – радіус отвору матриці; 

𝑅в.п. – радіус верхнього пуансона; ℎ1 – товщина днища деталі; ℎ2 – висота стінки конічної 

порожнини; 𝐻 – загальна висота деталі після деформування; 𝑟п – радіус меншої основи 

нерухомого протипуансона; 𝑟к – радіус більшої основи конічної порожнини; 𝛼 – кут на-

хилу бічної поверхні протипуансона; s – хід верхнього пуансона; 𝑣0 – швидкість перемі-

щення верхнього пуансона; 𝑤1 – швидкість осьового переміщення торцевої межі стінки 

деталі. 

У розглянутій схемі радіус заготовки дорівнює радіусу отвору матриці та радіусу 

верхнього пуансона: 𝑅0 = 𝑟м = 𝑅в.п. 
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Для характеристики взаємного положення більшої основи конічної порожнини та 

стінки матриці введено зазор ∆= 𝑟м − 𝑟к. У подальшому аналізі ця величина використо-

вується як похідна геометрична характеристика для інтерпретації випадків, у яких бі-

льша основа конічної порожнини наближається до стінки матриці. 

Розрахунок приведеного тиску виконано за енергетичним методом балансу потуж-

ностей [1, 8]. Осередок деформації подано у вигляді трьох кінематично-елементарних 

зон із заданими КМПШ; розрахункову схему наведено на рис. 2.  

 

Рис. 2. Розрахункова схема осередку деформації  

з поділом на кінематично-елементарні зони 
Джерело: розроблено авторами 

Задачу розглянуто в осесиметричній постановці в циліндричній системі координат 

𝑟, 𝜃, 𝑧. Матеріал заготовки прийнято жорстко-пластичним, ізотропним і нестисненим. 

Внаслідок осесиметричності окружна компонента швидкості дорівнює нулю: 𝑣𝜃 = 0.  

Для кожної зони задається кінематично можливе поле швидкостей, що задовольняє 

кінематичним граничним умовам, умові нестисненості матеріалу та умовам неперервно-

сті нормальної компоненти швидкості на межах суміжних зон [8, 9]. Після визначення 

компонентів поля швидкостей розраховуються потужності сил пластичного деформу-

вання, тертя та зрізу. 

Загальне рівняння балансу потужностей для розглянутого процесу можна записати 

у вигляді [1, 8]: 

 𝑝𝐹𝑎𝑣0 = ∑ 𝑁д𝑖 +𝑖 ∑ 𝑁т𝑗 +𝑗 ∑ 𝑁зр𝑘𝑘 ,  (1) 

де 𝑝 – тиск деформування; 𝐹𝑎 = 𝜋𝑟м
2 – площа контакту активного інструмента із загото-

вкою; 𝑣0 – швидкість переміщення пуансона; 𝑁д𝑖 – потужність сил пластичного дефор-

мування в i-й зоні; 𝑁т𝑗 – потужність сил тертя на j-й контактній поверхні; 𝑁зр𝑘 – потуж-

ність сил зрізу на k-й поверхні розриву швидкостей. 

Приведений тиск визначається як відношення тиску деформування до напруження 

текучості матеріалу [1, 8]: 

𝑝̅ = 𝑝/𝜎𝑠. 
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Після ділення рівняння балансу потужностей (1) на 𝜎𝑠𝐹𝑎𝑣0 отримаємо загальний ви-

раз для приведеного тиску: 

 𝑝̅ =
∑ 𝑁д𝑖+𝑖 ∑ 𝑁т𝑗+𝑗 ∑ 𝑁зр𝑘𝑘

𝜎𝑠𝐹𝑎𝑣0
.  (2) 

Подальший розрахунок зводиться до побудови кінематично можливих полів швид-

костей для виділених зон, визначення відповідних складових потужності внутрішніх сил 

та отримання залежності для приведеного тиску. 

Кінематично можливі поля швидкостей та інтенсивність швидкостей деформа-

ції у зонах деформації 

Для зони 1 використано відоме КМПШ прямокутного кінематичного модуля осеси-

метричної задачі [8]. Поле швидкостей зони 2 отримано з урахуванням прямокутної фо-

рми її меридіонального перерізу, умови відсутності радіальної швидкості на стінці мат-

риці та узгодження радіальної компоненти швидкості з полем зони 1. Для зони 3, яка 

відповідає формоутворенню конічної порожнини, використано умову сталості об’ємної 

витрати через поперечний переріз і рівняння нерозривності для нестисненого матеріалу 

в осесиметричній постановці. Її похила межа задається залежністю 

𝑟(𝑧) = −𝑘𝑧 + 𝑟п,  𝑘 =
𝑟к−𝑟п

ℎ2
= tan 𝛼. 

На основі отриманих КМПШ визначаються компоненти швидкості деформації в ци-

ліндричній системі координат. Для осесиметричної задачі вони мають вигляд [1, 8]: 

𝜀𝑧̇𝑖 =
𝜕𝑣𝑧𝑖

𝜕𝑧
; 𝜀𝑟̇𝑖 =

𝜕𝑣𝑟𝑖

𝜕𝑟
; 𝜀𝜃̇𝑖 =

𝑣𝑟𝑖

𝑟
; 𝛾̇𝑟𝑧𝑖 =

𝜕𝑣𝑧𝑖

𝜕𝑟
+

𝜕𝑣𝑟𝑖

𝜕𝑧
. 

Для нестисненого жорстко-пластичного матеріалу компоненти швидкості деформа-

ції мають задовольняти умові нестисненості матеріалу [1, 8]: 

𝜀𝑟̇𝑖 + 𝜀𝑧̇𝑖 + 𝜀𝜃̇𝑖 = 0. 

Інтенсивність швидкостей деформації визначається за залежністю [1, 8]: 

𝜀𝑖̇ =
√2

3
√(𝜀𝑧̇𝑖 − 𝜀𝑟̇𝑖)2 + (𝜀𝑟̇𝑖 − 𝜀𝜃̇𝑖)2 + (𝜀𝜃̇𝑖 − 𝜀𝑧̇𝑖)2 +

3

2
𝛾̇𝑟𝑧𝑖

2 . 

Результати розрахунку компонентів КМПШ та інтенсивності швидкостей деформа-

ції у відповідних зонах наведено у табл. 1. 

Таблиця 1 – КМПШ та інтенсивність швидкостей деформації в зонах 

Зона КМПШ Інтенсивність швидкостей деформації 

1 𝑣𝑧1 = −
𝑣0

ℎ1

𝑧; 𝑣𝑟1 =
𝑣0

2ℎ1

𝑟 𝜀𝑖̇1 =
𝑣0

ℎ1

. 

2 

𝑣𝑧2 = −
𝑣0𝑟п

2

ℎ1(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
(ℎ1 − 𝑧) − 𝑣0; 

𝑣𝑟2 = −
𝑣0𝑟п

2

2ℎ1(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
∙

𝑟2 − 𝑟м
2

𝑟
 

𝜀𝑖̇2 =
𝑣0𝑟п

2

√3ℎ1(𝑟м
2 − 𝑟п

2)𝑟2
√3𝑟4 + 𝑟м

4 

3 

𝑣𝑧3 = −
𝑣0𝑟м

2

𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧)

; 

𝑣𝑟3 = −
𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м

2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

2 (𝑟 −
𝑟м

2

𝑟
) 

𝜀𝑖̇3 = √
2

9
[𝑣0𝑘𝑟м

2]2 [6 (
𝑟(𝑧)

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

2)

2

[3 +
𝑟м

4

𝑟4
] + 

+
3

2
𝑘2 (𝑟 −

𝑟м
2

𝑟
)

2

∙
(𝑟м

2 + 3𝑟2(𝑧))
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

6 ]

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

Джерело: [8] – зона 1, розроблено авторами – зона 2 і 3. 
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Наведені в табл. 1 залежності показують, що для зон 1 і 2 вирази інтенсивності шви-
дкостей деформації мають порівняно простий вигляд і можуть бути безпосередньо вико-
ристані для визначення потужності сил пластичного деформування. Для зони 3, яка від-
повідає формоутворенню конічної порожнини, залежність 𝜀𝑖̇3 є складнішою, оскільки 
враховує лінійні та зсувну компоненти тензора швидкостей деформації. Тому визна-
чення потужності сил пластичного деформування в цій зоні потребує окремого розгляду. 

Визначення потужності сил пластичного деформування 
Потужність сил пластичного деформування в i-й зоні визначається інтегруванням 

інтенсивності швидкостей деформації за об’ємом відповідної зони [1; 8; 9]. 
Для зон 1 і 2 підстановка інтенсивностей швидкостей деформації з табл. 1 дає мож-

ливість отримати потужності сил пластичного деформування прямим інтегруванням: 

𝑁д1 = 𝜋𝜎𝑠𝑣0𝑟п
2, 

𝑁д2 =
2𝜋𝜎𝑠𝑣0𝑟п

2

√3(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
[
𝑟м

2

4
ln |

√3𝑟п
4 + 𝑟м

4 + 𝑟м
2

3(√3𝑟п
4 + 𝑟м

4 − 𝑟м
2)

| −
√3𝑟п

4 + 𝑟м
4

2
+ 𝑟м

2]. 

Для зони 3 потужність сил пластичного деформування в загальному вигляді запису-
ється як 

𝑁д3 = 2𝜋𝜎𝑠 ∫ ∫ 𝜀𝑖̇3𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟.
0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

                                                 (3) 

Однак підстановка виразу 𝜀𝑖̇3 з табл. 1 приводить до підінтегральної функції, у якій 
складні залежності лінійних і зсувної компонент тензора швидкостей деформації від 𝑟 та 
𝑟(𝑧) поєднуються під коренем. Це ускладнює отримання компактної аналітичної залеж-
ності для 𝑁д3. Тому для побудови першого варіанта КБ аналітичної оцінки використано 

нерівність Коші–Буняковського [8; 9]: 

𝑁д3 ≤ 𝜎𝑆√𝑉3 ∭ 𝜀𝑖̇3
2 𝑑𝑉,

𝑉3

 

де 𝑉3 – об’єм зони 3. 
Позначимо: 

𝑎 = ∭ 𝜀𝑖̇3
2 𝑑𝑉 =

𝑉3

2𝜋 ∫ ∫ 𝜀𝑖̇3
2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧.

𝑟м

𝑟(𝑧)

0

−ℎ2

 

Об’єм зони 3 визначається як 

𝑉3 = 2𝜋 ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧
𝑟м

𝑟(𝑧)

0

−ℎ2

= 𝜋 (𝑟м
2ℎ2 −

𝑟к
3 − 𝑟п

3

3𝑘
), 

де 𝑟к = 𝑘ℎ2 + 𝑟п. 
Отже, для варіанта КБ за нерівністю Коші-Буняковського маємо: 

𝑁д3
КБ ≤ 𝜎𝑆√𝑎𝜋 (𝑟м

2ℎ2 −
𝑟к

3 − 𝑟п
3

3𝑘
). 

Інтеграл a має громіздкий аналітичний вигляд, тому його обчислення виконано в си-
стемі комп’ютерної алгебри Maple. Аналітичний вираз для інтеграла 𝑎 було перевірено 

шляхом чисельного інтегрування того самого підінтегрального виразу 𝜀𝑖̇3
2 . Збігання ре-

зультатів підтвердило коректність обчислення інтеграла квадрата інтенсивності швид-
костей деформації, який використовується в оцінці Коші–Буняковського.  
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Таким чином, потужності деформування зон 1 і 2 визначаються прямим інтегруван-
ням, тоді як для зони 3 використано аналітично контрольовану верхню оцінку через ін-

теграл від 𝜀𝑖̇3
2 . Пряме чисельне інтегрування 𝜀𝑖̇3 за виразом (3) може застосовуватися як 

окрема контрольна процедура, однак у цій роботі основну увагу приділено отриманню 
аналітичних інженерних залежностей для подальшого розрахунку приведеного тиску. 

Потужності сил зрізу та тертя 
Крім потужності сил пластичного деформування, у балансі потужностей врахову-

ються потужності сил зрізу на межах суміжних зон та потужності сил тертя на контакт-
них поверхнях матеріалу із матрицею та протипуансоном [1; 8]. Для прийнятої розраху-
нкової схеми сумарна потужність сил зрізу визначається як: 

𝑁зр = 𝑁зр1−2 + 𝑁зр2−3. 

На межі зон 1 і 2 розрив швидкостей визначається різницею осьових компонент 
∆𝑣𝑧21 = 𝑣𝑧2 − 𝑣𝑧1, а на межі зон 2 і 3 – різницею радіальних компонент ∆𝑣𝑟23 = 𝑣𝑟2 −
𝑣𝑟3. Після інтегрування за відповідною поверхнею отримано: 

𝑁зр1−2 =
2𝜋𝜎𝑠

√3
∫ |∆𝑣𝑧21|𝑟𝑑𝑧 =

ℎ1

0

𝜋𝜎𝑠𝑣0𝑟м
2𝑟пℎ1

√3(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
, 

𝑁зр2−3 =
2𝜋𝜎𝑠

√3
∫ |∆𝑣𝑟23|𝑟𝑑𝑟 =

𝑟м

𝑟п

2𝜋𝜎𝑠

3√3

𝑣0𝑟п

(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
|

𝑘𝑟м
2

𝑟м
2 − 𝑟п

2
−

𝑟п

2ℎ1
| (2𝑟м

3 − 3𝑟м
2𝑟п + 𝑟п

3). 

Сумарна потужність сил тертя [1, 8] враховує тертя на трьох контактних поверхнях: 
між зоною 2 і стінкою матриці, між зоною 3 і стінкою матриці, а також між зоною 3 і 
похилою поверхнею протипуансона: 

𝑁т = 𝑁т2−0 + 𝑁т3−0 + 𝑁т3−П, 

де індекс 0 позначає нерухомий інструмент, а П – контакт із похилою поверхнею проти-
пуансона. 

Після інтегрування за відповідними контактними поверхнями отримано: 

𝑁т2−0 =
4𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠

√3
∫ |𝑣𝑧2|𝑟𝑑𝑧 =

ℎ1

0

2𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠𝑟м𝑣0ℎ1

√3
∙

2𝑟м
2 − 𝑟п

2

(𝑟м
2 − 𝑟п

2)
, 

𝑁т3−0 =
4𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠

√3
∫ |𝑣𝑧3|𝑟𝑑𝑧 =

0

−ℎ2

2𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠𝑣0𝑟м
2

√3𝑘
[ln |

𝑟п − 𝑟м

𝑟п + 𝑟м
| − ln |

𝑟k − 𝑟м

𝑟k + 𝑟м
|], 

𝑁т3−П =
4𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠

√3
(1 + 𝑘2) ∫ |𝑣𝑧3|𝑟(𝑧)𝑑𝑧 =

0

−ℎ2

2𝜋𝜎𝑠𝜇𝑠𝑣0𝑟м
2

√3𝑘
(1 + 𝑘2) ln |

𝑟п
2 − 𝑟м

2

𝑟𝑘
2 − 𝑟м

2
| . 

Обґрунтування лінеаризованої оцінки інтенсивності швидкостей деформації 
зони 3 

Після отримання верхньої оцінки 𝑁д3
КБ за нерівністю Коші–Буняковського необхідно 

оцінити можливість використання для зони 3 лінеаризованої інженерної оцінки інтенсивно-
сті швидкостей деформації. У відомих підходах така лінеаризація часто пов’язана з припу-
щенням про відсутність або малу роль зсувної компоненти тензора швидкостей деформації. 
У розглянутій схемі зсувна складова 𝛾̇𝑟𝑧3 не дорівнює нулю, тому лінеаризація не вводиться 
формально через прийняття 𝛾̇𝑟𝑧3 = 0. Спочатку оцінюється інтегральний внесок зсувної 
складової у квадрат інтенсивності швидкостей деформації зони 3. Для цього квадрат інтен-

сивності швидкостей деформації 𝜀𝑖̇3
2  подано у вигляді суми двох доданків: 

𝜀𝑖̇3
2 = 𝜀𝑛̇3

2 + 𝜀𝑠̇3
2 =

4

3
(

𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

2)

2

[3 +
𝑟м

4

𝑟4
] +

1

3
[𝑣0𝑘2𝑟м

2]2 (𝑟 −
𝑟м

2

𝑟
)

2
(𝑟м

2 + 3𝑟2(𝑧))
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

6 , 

де 𝜀𝑛̇3
2  – доданок, пов’язаний із лінійними компонентами тензора швидкостей деформа-

ції, а 𝜀𝑠̇3
2  – доданок, пов’язаний зі зсувною компонентою 𝛾̇𝑟𝑧3. 
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Оскільки локальні значення лінійної та зсувної складових змінюються в межах зони 
3, їхній внесок оцінювали в інтегральній формі: 

𝐸𝑛 = 2𝜋 ∫ ∫ 𝜀𝑛3
2 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟 = 2𝜋 ∫ ∫

4

3
(

𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

2)

2

[3 +
𝑟м

4

𝑟4
] 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟

0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

,
0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

 

𝐸𝑠 = 2𝜋 ∫ ∫ 𝜀𝑠3
2 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟 = 2𝜋 ∫ ∫

1

3
[𝑣0𝑘2𝑟м

2]2 (𝑟 −
𝑟м

2

𝑟
)

2
(𝑟м

2 + 3𝑟2(𝑧))
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

6 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟.
0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

 

На їх основі визначено показники: 

𝐾𝑠 =
𝐸𝑠

𝐸𝑛
, 𝜂𝑠 =

𝐸𝑠

(𝐸𝑛 + 𝐸𝑠)
100%. 

Показник 𝐾𝑠 характеризує відношення інтегрального внеску зсувної складової до 
інтегрального внеску лінійних складових, тоді як ηs – інтегральну частку внеску зсувної 
складової у сумарному інтегральному значенні квадрата інтенсивності швидкостей де-
формації. Саме ηs використано як основний показник для оцінювання ролі зсувної скла-
дової в зоні 3. 

Аналітичні вирази для 𝐸𝑛, 𝐸𝑠, 𝐾𝑠 та ηs отримано в системі Maple. Через громіздкість 
цих залежностей у тексті наведено лише їх інтегральне визначення та результати пара-
метричного аналізу. Для переходу до безрозмірної форми лінійні параметри нормовано 

на радіус отвору матриці 𝑟м. Для цього введено: 𝑟̅п = 𝑟п/𝑟м, ℎ2 = ℎ2/𝑟м, 𝑟̅к = 𝑟̅п + ℎ2 tan 𝛼. 
Відносний зазор між більшою основою конічної порожнини та стінкою матриці дорівнює 

 ∆̅= 1 − 𝑟̅к = 1 − 𝑟̅п − ℎ2 tan 𝛼.  (4) 

Після нормування результати інтегрування величин 𝐸𝑛 та 𝐸𝑠 містять спільний мас-
штабний множник, пов’язаний із 𝑣0 та 𝑟м, який скорочується при визначенні 𝐾𝑠 та ηs. 

Тому показники 𝐾𝑠 і ηs залежать від безрозмірних параметрів 𝑟̅п, ℎ2, кута 𝛼, а величина 
∆̅ використовується як похідна характеристика наближення більшої основи конічної по-
рожнини до стінки матриці. 

На рис. 3 наведено залежність ηs від кута 𝛼 для двох значень відносної висоти ℎ2 та 
двох значень відносного радіуса 𝑟̅п. Для кожної кривої значення ∆̅ змінюється відповідно 
до співвідношення (4). 

  
 а  б 

Рис. 3. Залежність інтегральної частки внеску зсувної складової ηs від кута α  
при різних значеннях 𝑟̅п:  

 а – ℎ2=0,50; б – ℎ2=0,75 
Джерело: розроблено авторами. 
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Аналіз залежностей показує, що частка зсувної складової у досліджених параметричних 
зрізах залишається відносно невеликою і змінюється приблизно в межах 0,3…11 %. Основ-
ним фактором її зростання є кут нахилу конічної поверхні 𝛼: зі збільшенням 𝛼 частка ηs 

монотонно зростає. Водночас збільшення ℎ2 та 𝑟̅п не призводить до збільшення відносної 
ролі зсувної складової; для розглянутих зрізів навіть спостерігається її слабке зменшення. 

Зменшення ∆̅ пов’язане з наближенням 𝑟(𝑧) до 𝑟м. У виразах для компонент тензора 
швидкостей деформації зони 3 це супроводжується зростанням внеску членів зі знамен-
никами виду 𝑟м

2 − 𝑟2(𝑧). Тому інтегральні величини 𝐸𝑛 та 𝐸𝑠 можуть істотно зростати. 
Водночас частка ηs не демонструє такого ж різкого збільшення, оскільки зростають оби-
дві складові інтегральної оцінки. 

Для вибору компоненти, через яку виконується лінеаризація, розглянемо співвідно-
шення між лінійними компонентами швидкості деформації у зоні 3: 

𝜀𝑧̇3 =
2𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м

2

(𝑟м
2−𝑟2(𝑧))

2 ;  𝜀𝑟̇3 = −
𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м

2

(𝑟м
2−𝑟2(𝑧))

2 ∙ (1 +
𝑟м

2

𝑟2) ; 𝜀𝜃̇3 = −
𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м

2

(𝑟м
2−𝑟2(𝑧))

2 (1 −
𝑟м

2

𝑟2).  (5) 

Позначимо 

𝐴 =
𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м

2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))2

. 

Тоді лінійні компоненти швидкості деформації (5) можна записати у вигляді: 

𝜀𝑧̇3 = 2𝐴; 𝜀𝑟̇3 = −𝐴 (1 +
𝑟м

2

𝑟2
) ; 𝜀𝜃̇3 = −𝐴 (1 −

𝑟м
2

𝑟2
). 

Оскільки в межах зони 3 𝑟 ≤ 𝑟м, то 
𝑟м

2

𝑟2 ≥ 1. Звідси випливає, що: 

|𝜀𝑟̇3| ≥ |𝜀𝑧̇3|, |𝜀𝑟̇3| > |𝜀𝜃̇3|. 

Отже, у межах прийнятої кінематичної схеми зони 3 радіальна компонента тензора 
швидкостей деформації є максимальною за модулем лінійною компонентою. Це дає пі-
дстави використати лінеаризовану оцінку інтенсивності швидкостей деформації у ви-
гляді [8; 11]: 

𝜀𝑖̇3
ЛМ ≈ 1,08|𝜀𝑚𝑎𝑥| = 1,08|𝜀𝑟̇3| = 1,08

𝑣0𝑘𝑟(𝑧)𝑟м
2

(𝑟м
2 − 𝑟2(𝑧))

2 ∙ (1 +
𝑟м

2

𝑟2
). 

Тоді потужність сил пластичного деформування зони 3 варіанту ЛМ для лінеаризо-
ваного методу визначається як: 

𝑁д3
ЛМ = 2𝜋𝜎𝑠 ∫ ∫ 𝜀𝑖̇3

ЛМ𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟 =
0

−ℎ2

𝑟м

𝑟(𝑧)

 

= 1,08𝜋𝜎𝑠𝑣0𝑟м
2 (ln (|

𝑟п
2 − 𝑟м

2

𝑟к
2 − 𝑟м

2
|) −

𝑟п
2 ln|𝑟п| − 𝑟м

2 ln 𝑟м

(𝑟п
2 − 𝑟м

2)
+

𝑟к
2 ln|𝑟к| − 𝑟м

2 ln 𝑟м

(𝑟к
2 − 𝑟м

2)
). 

Таким чином, у варіанті ЛМ складний вираз інтенсивності швидкостей деформації, 
що містить радикал замінюється лінеаризованою оцінкою через домінуючу лінійну ком-
поненту після попередньої інтегральної оцінки ролі зсувної складової. Це дозволяє отри-
мати аналітично придатний вираз для потужності сил пластичного деформування зони 3 
та порівняти його з верхньою оцінкою КБ у подальшому визначенні приведеного тиску. 

Приведений тиск за варіантами КБ і ЛМ 
Після визначення складових потужності сил пластичного деформування, зрізу та тертя 

загальний вираз для приведеного тиску можна записати для двох варіантів розрахунку. У 

варіанті КБ для зони 3 використовується верхня оцінка 𝑁д3
КБ, отримана на основі нерівності 

Коші–Буняковського. У варіанті ЛМ використовується лінеаризована оцінка 𝑁д3
ЛМ. 

Тому для варіанта КБ згідно з виразом (2) маємо 
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 𝑝̅КБ =
𝑁д1+𝑁д2+𝑁д3

КБ+𝑁т+𝑁зр

𝜎𝑠𝑣0𝜋𝑟м
2 ,  (6) 

а для варіанта ЛМ: 

 𝑝̅ЛМ =
𝑁д1+𝑁д2+𝑁д3

ЛМ+𝑁т+𝑁зр

𝜎𝑠𝑣0𝜋𝑟м
2 .  (7) 

Таким чином, обидві моделі мають однакові складові потужностей тертя та зрізу, а 

також однакові потужності деформування в зонах 1 і 2. Різниця між ними визначається 

тільки способом оцінки складової 𝑁д3, яка відповідає зоні формоутворення конічної по-

рожнини.  

Для подальшого параметричного аналізу отримані залежності для приведеного ти-

ску приведено до безрозмірної форми. Лінійні параметри нормовано на радіус матриці 

𝑟м: 𝑟̅п = 𝑟п/𝑟м, 𝑟̅к = 𝑟̅п + ℎ2 tan 𝛼, ℎ1 = ℎ1/𝑟м, ℎ2 = ℎ2/𝑟м. 

Після нормування приведений тиск для двох варіантів розрахунку (6) і (7) можна 

розглядати як функції: 

𝑝̅КБ = 𝑓КБ(𝑟̅п, ℎ̅1, ℎ̅2, 𝛼, 𝜇𝑠), 

𝑝̅ЛМ = 𝑓ЛМ(𝑟̅п, ℎ̅1, ℎ̅2, 𝛼, 𝜇𝑠). 

Нормування формул і подальші параметричні розрахунки виконано в Maple. Через 

громіздкість повних аналітичних виразів у статті наведено їх структурну форму та ре-

зультати графічного аналізу. Подальший аналіз залежностей 𝑝̅(𝛼) та 𝑝̅(𝑟̅п) дозволяє оці-

нити вплив вибору варіанта КБ або ЛМ на розрахунковий силовий режим процесу. 

Параметричний аналіз приведеного тиску 

Після отримання залежностей для приведеного тиску за варіантами КБ і ЛМ вико-

нано параметричний аналіз їхньої поведінки у відносних параметрах. Основну увагу 

приділено впливу кута нахилу конічної поверхні 𝛼, відносного радіуса протипуансона 𝑟̅п 

та відносної висоти зони формоутворення конічної порожнини ℎ2.  

На рис. 4 наведено залежності приведеного тиску за двома варіантами розрахунку – 

КБ і ЛМ від кута 𝛼 для двох значень відносної висоти ℎ2 та двох значень відносного 

радіуса протипуансона 𝑟̅п при коефіцієнті тертя 𝜇𝑠 = 0,1.  

  
 а  б 

Рис. 4. Залежність приведеного тиску 𝑝̅ від α для двох значень 𝑟̅п за 𝜇𝑠=0,1: 

а – ℎ2=0,875; б – ℎ2=1,375 
Джерело: розроблено авторами. 
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Аналіз залежностей 𝑝̅(𝛼) показує, що обидва варіанти розрахунку якісно однаково 

відтворюють загальну тенденцію зростання приведеного тиску зі збільшенням кута на-
хилу конічної поверхні. Це пояснюється тим, що збільшення 𝛼 посилює радіальну скла-

дову течії матеріалу в зоні формоутворення конічної порожнини та змінює геометрію 

кільцевого зазору між протипуансоном і стінкою матриці. За меншої відносної висоти ℎ2 

і меншого значення 𝑟̅п розбіжність між КБ і ЛМ залишається помірною в усьому розгля-

нутому діапазоні кутів. Для більшого значення 𝑟̅п, особливо при збільшенні ℎ2, розхо-
дження між варіантами КБ і ЛМ стає суттєвішим. Це пов’язано з тим, що більші значення 

𝑟̅п, ℎ2 і 𝛼 безпосередньо зменшують ∆̅, що підсилює внесок зони 3 у сумарну потужність 

деформування. Унаслідок цього варіант КБ дає значно вищі значення приведеного тиску, 

тоді як ЛМ зберігає більш помірну зміну 𝑝̅. 

На рис. 5 наведено залежності приведеного тиску за двома варіантами розрахунку – 
КБ і ЛМ від відносного радіуса протипуансона 𝑟̅п для двох характерних значень кута 𝛼 

при 𝜇𝑠 = 0,1. 

  
 а  б 

Рис. 5. Залежність приведеного тиску 𝑝̅ від 𝑟̅п для двох значень 𝛼 за 𝜇𝑠=0,1: 

а – ℎ2=0,875; б – ℎ2=1,375 

Джерело: розроблено авторами. 

Залежності 𝑝̅(𝑟̅п) підтверджують, що збільшення відносного радіуса протипуансона 

приводить до зростання приведеного тиску для обох варіантів розрахунку. При меншому 

куті 𝛼 це зростання має плавний характер, а криві КБ і ЛМ практично збігаються, тому 

на графіках вони частково накладаються одна на одну. Це свідчить про незначний вплив 

способу оцінювання 𝑁д3 у цій області параметрів. При більшому куті вплив 𝑟̅п посилю-

ється: більша основа конічної порожнини наближається до стінки матриці, ∆̅ зменшу-
ється. У цій області варіант КБ стає значно чутливішим до зміни геометрії, тоді як ЛМ 
забезпечує більш згладжену оцінку приведеного тиску. 

Таким чином, параметричний аналіз показує, що КБ і ЛМ однаково описують зага-

льну якісну тенденцію зміни приведеного тиску при варіюванні 𝛼, 𝑟̅п та ℎ̅2. Кількісна 

різниця між ними проявляється переважно для таких поєднань геометричних параметрів, 
за яких більша основа конічної порожнини наближається до стінки матриці. У цих випа-
дках зростає внесок зони формоутворення конічної порожнини, і варіант КБ може давати 

істотно вищі значення 𝑝̅, тоді як ЛМ у цій області забезпечує помірнішу зміну приведе-

ного тиску. Остаточна оцінка доцільності використання КБ або ЛМ потребує порівняння 
розрахункових значень сили видавлювання з результатами моделювання МСЕ. 
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Порівняння результатів розрахунку з МСЕ 
Для оцінювання адекватності отриманих аналітичних залежностей виконано порів-

няння результатів енергетичного розрахунку з даними моделювання методом скінченних 
елементів. Моделювання МСЕ виконано в програмному комплексі QForm для заготовок 
зі сплаву АМц. Для всіх випадків використано матрицю з однаковим радіусом отвору 
𝑟м = 40 мм, швидкість переміщення пуансона 𝑣0 = 1 мм/с та коефіцієнт тертя 𝜇𝑠=0,1. Як 

контрольне значення сили 𝑃мсе використовували силу видавлювання в кінці робочого 
ходу, коли були досягнуті кінцеві розміри деталі.  

Для зіставлення з результатами МСЕ отримані значення приведеного тиску перера-
ховано у силу видавлювання. Для переходу від безрозмірного приведеного тиску до сили 
видавлювання використано середній опір деформуванню 𝜎𝑠, визначений за степеневою 
апроксимацією кривої зміцнення сплаву АМц. Оскільки приведений тиск визначено як 
𝑝̅ = 𝑝/𝜎𝑠, то сила видавлювання визначається за залежністю 𝑃 = 𝑝̅𝜎𝑠𝐹𝑎.  

Відповідно, для двох варіантів енергетичного розрахунку маємо: 

𝑃КБ = 𝑝̅КБ𝜎̅𝑠𝜋𝑟м
2, 𝑃ЛМ = 𝑝̅ЛМ𝜎𝑠𝜋𝑟м

2. 

Для визначення середнього опору деформуванню використано степеневу апрокси-
мацію для сплаву АМц, прийняту в розрахунках: 

𝜎𝑠 = 175,6ε0,173. 

З урахуванням зміцнення матеріалу середній опір деформуванню прийнято у вигляді 

𝜎𝑠 =
175,6ε0,173

1 + 0,173
. 

Репрезентативну деформацію ε визначено за зміною площі поперечного перерізу ма-
теріалу, що переходить у кільцевий зазор між стінкою матриці та конічною поверхнею 
протипуансона. Для розглянутого випадку площа кільцевого зазору змінюється вздовж 
висоти конічної ділянки тому деформацію усереднено по висоті ℎ2: 

ε =
1

ℎ2
∫ ln (

𝑟м
2

𝑟м
2 − (𝑟п + ℎ tan α)2

) 𝑑ℎ
ℎ2

0

. 

Відносну похибку розрахунку сили видавлювання визначено за формулою: 

𝛿 =
|𝑃розр − 𝑃мсе|

𝑃мсе
100%. 

Набір контрольних випадків і результати порівняння наведено в табл. 2. 

Таблиця 2 – Набір контрольних випадків для порівняння КБ і ЛМ з результатами МСЕ 

№ контр. 

випадку 
𝑟̅п 

𝛼, 

град. 
ℎ2, мм ∆̅ 𝑝̅КБ 𝑝̅ЛМ 

Рмсе, 

МН 

𝑃КБ, 

МН 

𝑃ЛМ, 

МН 
𝛿КБ, % 𝛿ЛМ, % 

К1 0,325 5 32,19 0,605 1,0287 1,0235 0,52 0,5506 0,5480 5,88 5,37 

К2 0,600 5 32,76 0,328 2,2158 2,2159 1,36 1,4892 1,4892 9,50 9,50 

К3 0,325 15 35,01 0,440 1,4378 1,4177 0,82 0,8366 0,8251 2,02 0,62 

К4 0,600 15 37,28 0,150 3,5478 3,3595 2,20 2,5596 2,4238 16,34 10,17 

К5 0,325 5 53,41 0,558 1,3211 1,3141 0,68 0,7246 0,7209 6,56 6,02 

К6 0,600 5 55,07 0,280 2,8199 2,8136 1,68 1,9304 1,9261 14,90 14,64 

К7 0,325 15 58,75 0,281 2,4001 2,2891 1,42 1,5064 1,4370 6,08 1,20 

К8 0,600 15 52,42 0,049 7,6966 5,5731 3,90 5,8432 4,2310 49,82 8,49 

К9 0,600 20 38,42 0,050 7,5039 5,2020 3,70 5,7032 3,9537 54,14 6,86 

К10 0,325 25 52,87 0,059 7,9722 4,5573 3,25 5,6059 3,2054 72,49 1,37 

Джерело: розроблено авторами. 
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На рис. 6 наведено порівняння сил видавлювання, отриманих за результатами моде-

лювання МСЕ та за двома варіантами енергетичного розрахунку. 

 

Рис. 6. Порівняння сил видавлювання за МСЕ, КБ та ЛМ для характерних випадків 
Джерело: розроблено авторами. 

Аналіз табл. 2 і рис. 6 показує, що для частини випадків обидва варіанти енергетич-

ного розрахунку дають близькі результати. Це особливо помітно для випадків із малим 

кутом 𝛼 = 5°, де різниця між КБ і ЛМ практично відсутня. У таких випадках розбіжність 

із МСЕ зумовлена не способом визначення 𝑁д3, а загальними припущеннями прийнятої 

енергетичної схеми. 

Для випадків із малим відносним зазором ∆̅ розбіжність між варіантами стає значно 

більшою. Найбільш показовими є К8, К9 і К10, для яких ∆̅ становить відповідно 0,049; 

0,050 та 0,059. У цих випадках варіант КБ істотно завищує силу видавлювання: сила  ста-

новить 5,84 МН, 5,70 МН і 5,60 МН відповідно, тоді як для ЛМ вона дорівнює 4,23 МН, 

3,95 МН і 3,21 МН. 

На рис. 7 наведено відносні похибки розрахункових варіантів КБ і ЛМ відносно ре-

зультатів МСЕ. 

 
Рис. 7. Відносна похибка визначення сили деформування  

за варіантами КБ та ЛМ відносно МСЕ 
Джерело: розроблено авторами. 
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Діаграма похибок підтверджує висновок параметричного аналізу: основна пробле-

мна область варіанта КБ пов’язана з малими значеннями ∆̅, коли більша основа конічної 

порожнини наближається до стінки матриці. Такі випадки відповідають завершальній 

стадії формоутворення відносно тонкостінних деталей з конічною внутрішньою поверх-

нею. У цій області внесок зони 3 у сумарну потужність деформування зростає, тому ва-

ріант КБ дає завищені значення сили, тоді як лінеаризований варіант краще узгоджується 

з результатами МСЕ. 

Узагальнені статистичні показники також підтверджують перевагу ЛМ для розгля-

нутого набору випадків. Середня абсолютна похибка становить 23,8 % для КБ і 6,4 % для 

ЛМ; медіанна похибка – відповідно 12,2 і 6,4 %; максимальна – 72,5 % і 14,6 %. ЛМ дає 

меншу абсолютну похибку у 9 із 10 контрольних випадків. Водночас отримані оцінки 

слід розглядати в межах прийнятої кінематичної схеми, матеріальної апроксимації та ви-

користаного набору контрольних випадків моделювання МСЕ. 

Висновки. 

1. Побудовано розрахункову схему прямого видавлювання деталей з конічною поро-

жниною на основі енергетичного методу балансу потужностей. Осередок деформації по-

дано у вигляді трьох кінематично-елементарних зон, для яких визначено КМПШ, інтен-

сивності швидкостей деформації та складові потужностей пластичного деформування, 

зрізу й тертя.  

2. Встановлено, що основна математична складність розрахунку пов’язана із зоною 

3, яка відповідає формоутворенню конічної порожнини. Для цієї зони лінійні та зсувна 

компоненти тензора швидкостей деформації мають складні залежності від 𝑟 та 𝑟(𝑧), а їх 

поєднання під коренем у виразі інтенсивності швидкостей деформації ускладнює отри-

мання компактної аналітичної залежності для 𝑁д3. Тому розглянуто два варіанти визна-

чення потужності сил пластичного деформування зони 3: верхню оцінку за нерівністю 

Коші–Буняковського та лінеаризовану оцінку через максимальну за модулем нормальну 

компоненту швидкостей деформації.  

3. Обґрунтовано використання лінеаризованої оцінки для зони 3. Інтегральний аналіз 

внеску зсувної складової показав, що її частка в квадраті інтенсивності швидкостей де-

формації для досліджених параметричних зрізів становить приблизно 0,3…11%. Встано-

влено, що головним фактором зростання ηs є кут нахилу конічної поверхні α, тоді як збі-

льшення ℎ2 та 𝑟п не приводить до посилення відносної ролі зсувної складової.  

4. Параметричний аналіз показав, що обидва варіанти розрахунку якісно відтворю-

ють зростання приведеного тиску зі збільшенням 𝛼 та 𝑟п. Кількісна різниця між КБ і ЛМ 

визначається насамперед відносним зазором ∆̅. При великих і помірних значеннях ∆̅ ре-

зультати двох варіантів залишаються близькими, тоді як при малих ∆̅ варіант КБ стає 

надмірно чутливим до внеску зони 3 і може суттєво завищувати приведений тиск.  

5. Порівняння з результатами МСЕ для 10 характерних випадків показало кращу кі-

лькісну відповідність лінеаризованого варіанта силовому режиму процесу. Середня аб-

солютна похибка становить 23,8 % для КБ та 6,4 % для ЛМ; медіанна похибка – відпо-

відно 12,2 % і 6,4 %; максимальна – 72,5 % і 14,6 % відповідно. ЛМ дає меншу абсолютну 

похибку у 9 із 10 розглянутих випадків. Отримані результати дозволяють розглядати ЛМ 

як доцільний інженерний варіант оцінювання приведеного тиску та сили видавлювання 

в межах дослідженої параметричної області, особливо для випадків із малим ∆̅. Пода-

льше уточнення меж застосовності моделі потребує розширення перевірки МСЕ та екс-

периментально за геометричними параметрами, умовами тертя та матеріалами. 
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Заява про використання генеративного ШІ та технологій на основі ШІ 

Генеративний штучний інтелект (ChatGPT, OpenAI) використовувався авторами як 

допоміжний інструмент для мовного редагування, структурного впорядкування тексту 

та перевірки узгодженості термінології. Він не використовувався для отримання розра-

хункових даних, результатів моделювання, аналітичних залежностей, графічних матері-

алів або наукових висновків. Усі результати, формули, інтерпретації та висновки переві-

рені авторами, які несуть повну відповідальність за зміст статті. 
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CALCULATION OF REDUCED PRESSURE IN DIRECT EXTRUSION OF PARTS 

WITH A CONICAL CAVITY BY THE ENERGY METHOD OF POWER BALANCE 

The paper addresses direct extrusion of parts with a conical cavity, which is relevant for cold bulk forming because such 

geometry changes the material flow pattern and may increase the force loading of the tooling. The research problem is associ-

ated with the analytical determination of the force mode for this process by the energy method of power balance. The defor-

mation zone is represented by three kinematically elementary zones with kinematically admissible velocity fields. For each 

zone, the strain-rate tensor components, the intensity of deformation rates, and power terms of plastic deformation, shear, and 

friction are determined. 

The main methodological difficulty is related to the zone of conical-cavity formation. In this zone, the linear and shear 

components of the strain-rate tensor have complex dependences. Their combination under the square root in the expression for 

the intensity of deformation rates complicates the derivation of a compact analytical expression for the plastic-deformation 

power of this zone. Therefore, two variants for estimating this power term are considered. The first variant is an upper estimate 

based on the Cauchy–Schwarz (Cauchy–Bunyakovsky) inequality. The second variant is a linearized estimate based on the 

maximum absolute linear component of the strain-rate tensor. The validity of the linearized variant is additionally checked by 

separating the square of the intensity of deformation rates into the parts associated with the linear and shear components. 

The analysis shows that the relative contribution of the shear component in the investigated parameter ranges is limited 

and is approximately 0.3–11 %. The angle of inclination of the conical surface is the main factor increasing this contribution, 

whereas an increase in the relative height of the forming zone and in the relative counter-punch radius does not increase the 

relative role of the shear component. The parametric analysis of the reduced pressure shows that both analytical variants 

reproduce the same qualitative trends with changes in the main geometric parameters. The quantitative difference between 

them becomes most pronounced for parameter combinations corresponding to a small relative clearance between the larger 

base of the conical cavity and the die wall. In this region, the Cauchy–Schwarz estimate becomes overly sensitive to the con-

tribution of the third zone and may overestimate the reduced pressure. 

The analytical results were compared with finite element simulation in QForm for ten representative cases. The linearized 

variant provided better agreement with finite element data: the mean absolute force error was 6.4 %, compared with 23.8 % 

for the Cauchy–Schwarz estimate. The median errors were 6.4 % and 12.2 %, respectively, and the maximum errors were 

14.6 % and 72.5 %. The linearized variant gave a lower absolute error in 9 of 10 cases. The obtained results allow the linear-

ized variant to be considered as a suitable engineering approach for estimating reduced pressure and extrusion force within 

the investigated parameter range, especially for geometries with a small relative clearance, i.e. for relatively thin-walled parts 

with a conical inner surface. 

Keywords: energy method of power balance; kinematically admissible velocity field; reduced pressure; force mode; Cau-

chy–Schwarz inequality; linearized estimate; finite element method; cold bulk forming. 
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